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Inleiding
Parameterbepaling is een wezenlijk onderdeel 
van de geotechniek. Daarbij is het zaak een veilig,
maar reëel beeld te geven van de sterkte van de 
ondergrond. Hierbij moet men wel in gedachten
houden dat niet alleen de parameters an sich een
rol spelen. Binnen het spoor “actuele sterkte” of
“probabilistisch rekenen” is ook de verdeling van
de sterkteparameters van belang. Aan de andere
kant speelt de introductie van de proevenverzame-
lingstool op de site van Helpdeskwater een rol. 
Na invoer van de data worden automatisch alle 
bijbehorende statistische eigenschappen per grond-
soort gegenereerd. Hier ontstaat een paradox met
de onderzoek sporen die nu lopen. Aan de ene kant
ontstaan er tools die al het analyse werk uit handen
nemen, zodat de mens steeds minder analyses
hoeft te maken. Maar aan de andere kant wordt
juist het (data) analysewerk steeds belangrijker.
Daardoor worden vragen als “welke keuzes zijn 
gemaakt” moeilijk te beantwoorden. 

Dit artikel gaat in op het gebruik van Bayesiaanse
statistiek binnen de geotechniek. Specifiek is 
gekeken naar de bepaling van gedraineerde sterk-
teparameters bij lage effectieve spanningen (0 tot
20 kPa) voor een regionale proevenverzameling,
zoals bij regionale keringen. Bij dergelijke situaties
speelt de cohesie een centrale rol. Echter geeft de
tool vaak lage cohesies of zelfs negatieve waarden.
Deze parameter is echter wel essentieel voor de 
taludstabiliteit, zonder deze is het moeilijk om een
talud met een helling van 1:2, of steiler, veilig te

verklaren. De vraag “welke keuzes zijn gemaakt”,
is dan ineens een wezenlijke vraag. Hoe kan het 
dat een theoretische benadering (statistiek), niet
aansluit bij de praktijk (cohesie groter dan nihil).
Dit is gedoopt tot “het cohesie probleem”.

Bayesiaanse statistiek is onder andere beschreven
in [Lit. 1] en [Lit. 2]. De daar beschreven methode
heeft als nadeel dat deze alleen toepasbaar is voor
puntwaarden. In dit artikel is de Bayesiaanse sta-
tistiek uitgebreid met regressie. Daarnaast zijn met
de mogelijkheden binnen de Bayesiaanse statistiek
steeds stappen gezet om de fysieke situatie mee
te nemen en zo het gat tussen theorie en praktijk
te dichten. Daarmee is een aangescherpte, maar
verantwoorde, waarde gezocht voor de schuif-
sterkte en daarmee de cohesie.

‘Het cohesie probleem’
Gedraineerde sterkte wordt in de Nederlandse
praktijk bepaald door middel van laboratorium-
proeven, zoals triaxiaalproeven en DSS-proeven.
De analyse hiervan is beschreven in [Lit. 3]. Samen-
vatting is dat de proefresultaten een puntenwolk
geven. De specialist trekt vervolgens een gemid-
delde lijn door de puntenwolk. De helling van deze
lijn is “tan !” ook wel de sinus van de hoek van 
inwendige (sin "’). De intercept van de lijn is “a”.
Deze leidt tot de cohesie (c’ = a / cos "’). Omwille
van de eenvoud spreekt dit artikel verder over
“helling” (a1) en “intercept” (a0). 
De vervolgstap is het bepalen van veilige waarden,
lees: karakteristieke parameters. De proeven-

verzamelingstool past lineaire regressie toe. De
vergelijking is weergegeven in EQ1. Het bepalen
van karakteristieke parameters gaat aan de hand
van de bijbehorende statistiek. Deze bestaat 
uit twee delen. Naast de meest waarschijnlijke
trendlijn bestaat nog een scala aan alternatieve
trendlijnen. Die hebben alle een iets andere helling
en intercept, maar gaan allemaal door het midden
van de puntenwolk met proefresultaten. Dit scala
aan alternatieve trendlijnen vormt samen het 
betrouwbaarheidsinterval. Het betrouwbaarheids-
interval is EQ2 met als invoerwaarde # 2 = 0. Geen
van de voorgaande trendlijnen gaan exact door 
alle meetpunten. Er bestaat rondom iedere trend-
lijn nog een onzekerheidsmarge. Het scala van 
alle trendlijnen met ieder zijn onzekerheidsmarge
vormt gezamenlijk het voorspellingsinterval. Het
voorspellingsinterval is EQ2 met als invoerwaarde
# 2 = 1.

EQ1    Lineaire regressie: 

EQ2    Statistisch interval

Vanuit de vigerende richtlijnen is weinig aandacht
voor trendlijnen en de statistiek daarop. Er is 
dan ook geen definitie voorhanden van de karak-
teristieke ondergrens bij lineaire regressie. Bij 
een regionale proevenverzameling is conform 
[Lit. 4] sprake van een reductie van de spreiding
(# 2= 0,25). Dit artikel definieert de karakteristieke
ondergrens voor een regionale proevenverzame-
ling met spreidingsreductie als vergelijking EQ2
met als invoerwaarde # 2 = 0,25. 

Zodra gebruik wordt gemaakt van lineaire regres-
sie, is de analyse gebonden aan de kaders van 
lineaire regressie. Deze neemt alle mogelijke
trendlijnen mee, ook als die een negatieve schuif-
sterkte geven. Daarnaast heeft iedere trendlijn een
foutterm die constant is. Dit zorgt ervoor dat 
de karakteristieke ondergrens, per trendlijn, een
parallelle lijn is aan de gemiddelde lijn, maar dan
omlaag verschoven. Daardoor wordt onzekerheid
alleen in mindering gebracht op de cohesie. Soms
zoveel dat de cohesie negatief wordt, dus lager
dan het fysische minimum. Vaak wordt de 5% 
ondergrens bepaald. Wanneer de 1% ondergrens,

BAYESIAANSE REGRESSIE TER BEPALING 
VAN KARAKTERISTIEKE STERKTES 

Figuur 1 –
Stappenschema 
binnen Bayesiaanse
statistiek. Per stap
staan de variabelen
waarmee de statistiek
dichter bij de fysische
realiteit is gebracht.
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of de 0,1% ondergrens wordt bepaald, dan wordt
de cohesie nog verder gereduceerd. De vraag is
dan ook niet of de cohesie negatief kan worden
met lineaire regressie, maar wanneer dit optreedt. 

Er is gezocht naar een alternatieve vorm van statis-
tiek die zowel rekening houdt met regressie als
toepasbaar is voor regionale proevenverzamelingen.
Zodat op deze manier invulling kan worden 
gegeven aan “het cohesie probleem”. Deze zoek-
tocht is uitgekomen bij de Bayesiaanse statistiek
als mogelijk alternatief.

Bayesiaanse statistiek
Bayesiaanse statistiek bouwt voort op de ‘regel
van Thomas Bayes’ (1702-1761). Centraal staat het
begrip voorkennis en conditionele kansen. Met de
introductie van software pakketten die het reken-
werk overnemen, neemt de toepassing en ge-
bruiksvriendelijkheid van Bayesiaanse statistiek
toe. Voor dit artikel is gebruik gemaakt van het
software pakket R en daarbinnen de plug-in RSTAN
[Lit. 5]. Deze maakt gebruik van de Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) methode.

In deze context kan de MCMC methode zo geïnter-
preteerd worden dat de software een arbitraire
helling en intercept neemt. Als de arbitraire waar-
den goed passen bij de data, dan worden deze 
bewaard. Zo niet, dan worden de waarden verwor-
pen. De methode geeft na enige iteraties (ca. 1 
minuut) een set trendlijnen (ca. 4000) die passen
bij de data. Deze trendlijnen vormen samen het 
betrouwbaarheidsinterval. Iedere trendlijn heeft
een onzekerheidsmarge. De combinatie van alle
trendlijnen met de onzekerheidsmarges geeft het
voorspellingsinterval.

De statistiek bestaat uit drie stappen: prior, gene-
rative model en posterior. Binnen deze stappen 
zijn er meerdere variabelen die gewijzigd kunnen
worden (zie figuur 1). Met het aanpassen van 
deze variabelen is stapsgewijs meer voorkennis en
fysische realiteit opgenomen in de statistiek.

Baysesian updating
De prior bevat de informatie die op voorhand 
bekend is, dus voordat naar de data is gekeken. Als
er geen enkele informatie op voorhand bekend is,
dan is de uitkomst gelijk aan de “klassieke” lineaire
regressie. De informatie in de prior is op te delen
in twee delen: systeemkennis en specifieke kennis.
Systeemkennis bestaat uit het toevoegen van 

kaders die logisch zijn vanuit de fysieke situatie. Zo
kan de cohesie nooit kleiner zijn dan 0 kPa. De hoek
van inwendige wrijving kan niet kleiner zijn dan 0°
en niet groter zijn dan 90°. Afhankelijk van de 
modelleursvisie kan de systeemkennis verder aan-
gescherpt worden, bijvoorbeeld: "’ < 450. 
Specifieke kennis betreft het toepassen van 
Bayesian updating, zoals het gebruik van kennis uit
andere proevenverzamelingen. Dit is reeds be-
schreven in [Lit. 1].

Statistische herstructurering
Het generative model is het model waar de para-
meters in worden verwerkt. Een voorbeeld daarvan
is EQ1 die hoort bij lineaire regressie. Deze kan
aangepast worden als daar behoefte aan is. Bij 
lineaire regressie geeft de werkwijze van EQ1 soms
vreemde resultaten. Bijvoorbeeld dat de cohesie
gemiddeld 1 kPa is met een standaarddeviatie van
5 kPa. De karakteristieke waarde is dan structureel
negatief. Dit komt doordat de standaarddeviatie
groter is dan de gemiddelde waarde. Dit probleem
komt echter structureel voor bij grondsoorten met
een lage waarde voor de cohesie, zoals zandige
klei. Er is gezocht naar een andere structuur voor
het generative model die dit voorkomt.

Statistiek op de sterkte eigenschappen van zand

gaat uit van zo’n andere structuur. Daar bestaat de
sterkte alleen uit de hoek van inwendige wrijving.
Daardoor zit de onzekerheid alleen in de hoek 
van inwendige wrijving en niet in de cohesie. De 
rekenwijze hiervan is weergegeven in EQ3. Omdat
bij zand de onzekerheid zit in de hoek van inwen-
dige wrijving, verandert de onzekerheid met de 
effectieve spanning. Alternatief binnen regressie
is om niet alleen onzekerheid te definiëren op de
intercept ($0), maar net als bij zand, ook bewust op
de helling ($1). Dit is weergegeven in EQ4. 
Dit is een herstructurering van de statistiek. Dit 
is onoplosbaar binnen lineaire regressie, maar 
inpasbaar binnen Bayesiaanse statistiek. 

EQ3.    Regressie bij zand:

EQ4.    Alternatieve regressie:

Binnen Bayesiaanse statistiek zijn de onzeker-
heden gekozen als een percentage van de intercept
en helling. Daardoor sluit de analyse op twee 
vlakken beter aan bij de fysieke situatie.
1. Veiligheid wordt behaald door het verlagen van
de cohesie en de hoek van inwendige wrijving. 
2. Onzekerheid is gedefinieerd als percentage van

Figuur 2 – Vergelijking tussen lineaire regressie en Bayesiaanse statistiek.

Bij parameterbepaling komt het voor dat de karakteristieke waarden lager 
zijn dan het fysische minimum, zoals een schuifsterkte lager dan nul. Daarom 
is afgeweken van de lineaire regressie statistiek om te kijken of de Bayesiaanse
statistiek een oplossing biedt. Bij de toegepaste (Bayesiaanse) statistiek is 

de range van variabelen van te voren ingeperkt. Er zijn alleen maar fysisch 
realistische variabelen geaccepteerd. In een rekenvoorbeeld scheelt dit een
factor 2 op de cohesie en 45% op de schuifsterkte.



de gemiddelde waarde. In deze analyse is de 
standaarddeviatie van de cohesie begrensd op
50% van de gemiddelde waarde. Dit minimaliseert
negatieve parameters.

Karakteristieke waarden
De posterior is het resultaat van de Bayesiaanse
statistiek. Dit bestaat hier uit 4000 trendlijnen.
Doel van deze dataset is het bepalen van de karak-
teristieke ondergrens voor een regionale proeven-
verzameling. Daarbij mag spreidingsreductie
worden toegepast met # 2= 0,25. Binnen de 
Bayesiaanse statistiek wordt alleen gewerkt met
het voorspellingsinterval (# 2= 1). Het blijkt dat 
de 15% ondergrens van het voorspellingsinterval
overeenkomt met de karakteristieke ondergrens
(zie EQ5). Deze werkwijze is geverifieerd met 
de lineaire regressie. De afwijkingen zijn verwaar-
loosbaar (<0,3 kPa).
EQ5. 15% ondergrens:

Rekenresultaten
De impact van voorgaande is in beeld gebracht in
een rekenexercitie. Dit is gedaan voor acht proeven
op Antropogene klei. Deze proevenverzameling
heeft een hoge gemiddelde cohesie. In figuur 2 
zijn de proefresultaten weergegeven. Met lineaire
regressie is een trendlijn bepaald met een karakte-
ristieke onder- en bovengrens. Dit is ook gedaan
voor de Bayesiaanse regressie. De analyses hebben
de volgende eigenschappen:
• Lineaire en Bayesiaanse regressie: 
a0gem = 8,1 kPa, a1gem = 0,40 ≈ " ’= 24o. 
• Lineaire regressie: 
a0lin;kar = 2,1 kPa, a1lin;kar    = 0,40 ≈ " ’= 24o. 
• Bayesiaanse regressie: 
a0bay;kar = 5,4 kPa, a1bay;kar =0,35 ≈ " ’= 20o. 

Te zien is dat de gemiddelde trendlijn voor lineaire
regressie en Bayesiaanse regressie hetzelfde is.
Het interval met karakteristieke waarden verschilt
tussen beide statistiekvormen. Het interval van
Bayesiaanse statistiek is smaller bij lage spannin-
gen en breder bij hoge spanningen. Het omslag-

punt ligt halverwege de meetdata. 

Uit de analyse van de karakteristieke ondergren-
zen blijkt dat bij lineaire regressie de helling niet is
gereduceerd. Alle veiligheid is behaald door het
verlagen van de intercept. De intercept is daardoor
slechts 26% (=2,1/8,1) van de gemiddelde waarde.
Bij Bayesiaanse statistiek is de karakteristieke 
ondergrens bepaald door het aanpassen van de
helling en de intercept. De karakteristieke helling
is daardoor 85% (=0,35/0,40) van de gemiddelde
waarde. De karakteristieke intercept is daardoor
66% (=5,4/8,1) van de gemiddelde waarde.

Verschil tussen beide methodes is zichtbaar bij
lage en hoge spanningen. Het traject van het 
“cohesie probleem” ligt bij lage spanningen. Dit
deel is doorslaggevend bij stabiliteitsbereken-
ingen waar de glijvlakken zich ondiep bevinden.
Daar biedt de Bayesiaanse statistiek de meeste
winst ten opzichte van de klassieke statistiek. 
De karakteristieke cohesie ligt bij de Baysesiaanse
statistiek een factor 2 hoger. Bij effectieve span-
ningen van % ’ = 10 kPa ligt de karakteristieke
sterkte daardoor 2,8 kPa hoger, wat een toename
is van 45% in de sterkte. Er is een stabiliteitsbere-
kening gemaakt voor een regionale kering met een
1:2 talud en 2,6 m kerende hoogte. Bij het rekenen
met de Bayesiaanse parameters neemt de stabili-
teitsfactor toe met 33% (van SF = 0,80 naar 1,07). 

Er is een vervolganalyse gedaan voor meer duiding
van het verschil. Deze bestaat de volgende twee
analyses:
1.  Bayesiaanse analyse met alle aanscherpingen.
2. Analyse met uitgangspunten analoog aan line-
aire regressie.

Het ontstaan van negatieve waarden voor de cohe-
sie heeft te maken met de waarschijnlijke trend-
lijnen en met de foutmarges per trendlijn. De 
eerste is aangescherpt door aanpassingen in de
prior. De resultaten staan in figuur 3. Daarin staan
de helling en de intercept van de waarschijnlijke
trendlijnen. Te zien is dat met regelmaat cohesies
lager dan nul voorkomen bij lineaire regressie (ca.
4% van de resultaten) net als extreme waarden
(>20 kPa). Bij Baysesiaanse statistiek is deze 
bandbreedte ingeperkt.

Een negatieve cohesie is ook waarschijnlijk als 
de standaardfout van een trendlijn groter is dan 
de 50% van de cohesie van de trendlijn. Bij lineaire
regressie is dat het geval bij meer dan de helft van
de mogelijke trendlijnen (2274x van de 4000 
rekenresultaten). De onzekerheid is bij Bayesi-

Figuur 3 – Helling en intercept van alle
4000 trendlijnen volgens lineaire regressie
en Bayesiaanse statistiek. 
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Tabel 1 - Karakteristieke sterkteparameters bepaald met meerdere statistische methoden

Nr. Kansverdeling Bron standaard- C’kar              "kar             Schuifsterkte
deviaties [kPa]           [°]                    bij %’v = 10

                                                 [kPa]
1 Bayesiaans Direct uit data 5,8                  20,5               9,5
2 Normaal Direct uit data 2,4                  24,0               6,8
3a Normaal Alsof -8,3                7,4                  -7,0                     

data
3b Lognormaal multistage is 0,3                  12,7               2,5

4a Normaal Uit 2, 1,8                  20,5               5,6
met

4b Lognormaal extrapolatie 3,8                  20,6               7,5

5a Normaal Uit 2, 4,2                  20,5               8,0
zonder

5b Lognormaal extrapolatie 4,9                  20,6               8,6                       
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aanse regressie verdeeld over de intercept en 
de helling, daardoor is de standaardfout van de 
cohesie afgenomen tot gemiddeld 30%. 

Vergelijking met andere methodes
Het bepalen van de karakteristieke schuifsterkte
kan op meerdere statistische manieren. In tabel 1
zijn de karakteristieke waarden voor de cohesie en
de hoek van inwendige wrijving weergegeven met
meerdere methoden. De eerste twee zijn reeds
eerder weergegeven, maar zijn nu conform [Lit. 3]
formeel vertaald naar een cohesie en een hoek van
inwendige wrijving. Parameters zijn ook bepaald
met niet-regressie methoden. Deze methoden
hebben als nadeel dat ze “hulp” nodig hebben om
een vertaalslag te maken vanuit de laboratorium-
data. Maar deze methoden hebben als voordeel
dat de statistiek eenvoudiger is en dat de lognor-
male verdeling toepasbaar is.
Bij methode 3a en 3b zijn de data per drie gegroe-
peerd en geïnterpreteerd alsof het multi-stage
proeven zijn. Op basis daarvan is een gemiddelde
waarde en een standaarddeviatie bepaald voor
zowel de intercept als de helling. Bij methode 4a
en 4b zijn de data geanalyseerd middels lineaire re-
gressie. In Excel geeft het commando “Linest” voor
de intercept en de helling de gemiddelden en stan-
daarddeviaties. Deze gelden ter plaatse van het

smalle deel van het interval van figuur 2 (ca. % ’v =
65 kPa). Bij extrapolatie wordt het interval breder,
dit is meegenomen in een correctie op de inter-
cept. Bij methode 5a en 5b is hetzelfde gedaan als
bij 4ab, maar zonder correctie.
Uit tabel 1 blijkt dat de methoden een range aan
resultaten geven. Daarbij geeft Bayesiaanse re-
gressie hogere sterkten dan de andere methoden.
De verschillen lopen uiteen van zeer groot met de
methode van 3a en 3b (>> 100%), tot beperkt bij
methode 5a en 5b (18% en 10%). 

Conclusie
Parameterbepaling voor gedraineerde parameters
gaat in de regel uit van lineaire regressie. Met re-
gelmaat komt het voor dat de karakteristieke
waarden lager zijn dan het fysische minimum, zoals
een schuifsterkte lager dan nul. Dit komt doordat
lineaire regressie een aantal onderliggende uit-
gangspunten heeft. Dit leidt per definitie tot zeer
lage schuifsterktes bij lage spanningen. De Bayesi-
aanse statistiek is ten opzichte van CUR2008-2 uit-
gebreid naar een vorm, waarbij ook rekening wordt
gehouden met een regressie analyse. Met deze
vorm van statistiek zijn de uitgangspunten die
standaard gelden bij lineaire regressie genuan-
ceerd. Dat wil zeggen dat alleen fysisch realistische
variabelen zijn geaccepteerd. In het rekenvoor-

beeld scheelt dit een factor 2 in de cohesie en 45%
in de sterkte bij lage spanningen. Dit levert grote
voordelen op bij stabiliteitsberekeningen. Een 
vergelijking met andere vormen van statistiek
geeft dat Bayesiaanse statistiek bij lage spannin-
gen structureel scherpere resultaten geeft. Alleen
normale regressie heeft een (iets) grotere waarde
voor de hoek van inwendige wrijving. Daardoor
geeft deze bij hoge spanningen hogere sterktes.
Deze zijn in de regel niet relevant in stabiliteits-
berekeningen.
De Bayesiaanse rekenwijze is opgenomen in een 
R-script. Dit is op aanvraag (kostenloos) verkrijg-
baar bij de auteur. 
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